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1 はじめに
トロピカル曲線は距離付きグラフとして実現され，距離付きグラフにもリーマン面と同
様に種数と因子が定義される．近年，トロピカル曲線においても Riemann–Rochの定理
が示され，古典的な代数曲線論における結果がトロピカル曲線に対しても成り立つことが
期待されている．
正整数 dに対して以下の二つの同値な条件を満たすとき，コンパクトリーマン面 C は
d-gonalであるという（[ACG]）．
(1) CからP 1への d次の被覆写像が存在する．
(2) C上に次数が d，階数が 1以上の因子が存在する．
この dの最小値をCのゴナリティと呼び，ゴナリティが 2のとき超楕円的であるという．
ゴナリティは代数曲線の基本的な不変量である．
一方，距離付きグラフ Γに対しても対応した２種類の定義がある（[Ca14]）．以下 Γは
木でないとする．
(1) Γから木への d次の有限調和射が存在するとき，Γは d-gonalであるという．
(2) Γ上に次数が dで階数が 1以上の因子が存在するとき，Γは divisorially d-gonalであ
るという．
この (2)の定義に代わり次の条件を考える．
(2’) Γ上に次数が dで階数が 1の因子が存在するとき，Γは strictly divisorially d-gonalで
あるという（[T16]）．
d = 2の場合は (1)と (2’)が同値な条件となり，このとき Γは超楕円的であるという
（[BN09],[Ch12],[KY15]）．しかし，一般にはまだ同値であるかどうか未解決である．
本論文においては，Amini, Baker, Brugalle, Rabinoff[ABBR15]に従い，トロピカル曲線
は距離付きグラフのトロピカル改変による同値類として定義する．また，距離付きグラフ
の各頂点の次数が 3以下の時，グラフは非特異であるといい，非特異距離付きグラフのト
ロピカル改変による同値類を，非特異トロピカル曲線と呼ぶ．
ここでトロピカル改変とは，距離付きグラフに以下の 3つの操作の有限回の繰り返しを
施すことであり，距離付きグラフに同値関係を定める．
(1) 距離付きグラフに価数 2の頂点を追加または削除する．
(2) 頂点に長さ無限の線分を付け加える．
(3) 価数１の頂点を含む辺を他方の頂点につぶす．
種数３の距離付きグラフで 4-gonalのものが，トロピカル改変を施すことにより 3-gonal
となる例が，[CKK15]により与えられている．種数３のコンパクトリーマン面のゴナリ
ティは 2または 3なので（[ACG]），ゴナリティの定義はトロピカル改変を許したほうが
代数幾何学との対応が良いことが予想される．
定義 1.0.1 (1)トロピカル曲線 Γが d-gonalであるとは木への d次有限調和射を持つよう
な距離付きグラフとしての代表元が取れることである．この dの最小値をゴナリティとい
い，gon(Γ)と書く．
(2’)トロピカル曲線Γが strictly divisorially d-gonalであるとは，次数が d，階数が 1の因
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子を持つ代表元が取れることである．この dの最小値をトロピカル曲線の狭義因子的ゴナ
リティという．また狭義因子的ゴナリティが 2の曲線を超楕円曲線と呼ぶ．
非特異トロピカル曲線に対しても超楕円曲線であることと 2-gonalであることは同値で
ある．
種数 2の非特異トロピカル曲線は超楕円的なので（[Ch12],[KY15]），種数 3の非特異ト
ロピカル曲線のゴナリティについて議論する．種数 3の非特異トロピカル曲線 C は以下
の 5つの型に分類される．
(i) (ii) (iii) (iv) (v)
l1
l2
l1
l1
l2
l2
(i)は各辺の長さによらず超楕円にはならない．(ii)，(iii)，(iv)は l1 = l2 の時のみ超楕円となる．(v)は常
に超楕円である．
本論文では，種数 3のすべての非特異トロピカル曲線について，この分類をもとに実際
にトロピカル改変と有限調和射を与え，ゴナリティを決定した．
主定理 1 種数３の非特異トロピカル曲線 Γのゴナリティは，
gon(Γ) =
{
2 (Γ：超楕円)
3 (Γ：超楕円でない)
である．
また，種数 3の非特異トロピカル曲線は strictly divisorially 3-gonalであることから [T16]，
以下の系が従う．
系 1.0.2 種数 3の非特異トロピカル曲線において狭義因子的ゴナリティとゴナリティは
一致する．
注 1.0.3 超楕円でない種数３の非特異距離付きグラフで，価数 1の頂点がないものは，距
離付きグラフとしては長さによらず strictly divisorially 3-gonalだが，3-gonalであるかど
うかは各辺の長さによる．
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2 距離付きグラフ
最初に距離付きグラフとその諸概念に対して定義を与える．これらの定義は，[Ca14],
[ABBR15]の定義を参考にしている．
Γをループや多重辺を許した有限連結グラフの台とする．
定義 2.0.1 Γ上の点 pに対してその十分小さな近傍を Up ⊂ Γとする．Up \ {p}の連結成
分の個数を点 pの価数といい，val(p)と表す．
価数が 2でない点を，essential vertexと呼び，この点の集合を Veと書く．
定義 2.0.2 Γの価数 1の点全体の集合を V∞とする．V∞の部分集合 IでΓ \ Iの各辺がR
の部分集合として距離が定まるものが存在するとき．Γ上に Veの元をすべて含むような
Γの有限個の点集合を頂点集合とする，グラフの構造Gを入れた Γ(G)を距離付きグラフ
という．また，辺は Γ \ V (G)の連結成分の閉包とし，辺集合をE(G)と書く．V (G) = Ve
となるときGは Γに対して一意に定まり，これを Γの標準モデルという．
注 2.0.3 Iはできうる限り要素の少ないものを取る．このとき Iの元を無限遠点と呼ぶ．
以後，図で無限遠点を表すときは白丸 ◦で表す．
Γ上の任意の 2点 u, vの距離 d(u, v)は u, vを結ぶ道のうち最短のものの長さで定義す
る．ただし，Γ上の任意の点 pと無遠限点との距離は常に+∞であるとする．また，辺 e
の長さを ℓ(e)と書くことにする．
グラフの各辺に中点を与える．辺の長さが+∞の時は中点が定められないので，辺の
内点の一つをを固定し中点の代わりとする．無限遠点を除く頂点からその隣の中点への有
向辺をGの half edgeといい，vからでる half edgeの集合をHv(G)と書く．
辺 eが Γの bridgeであるとは，Γ \ e◦が非連結となることをいう．ここで，e◦は eの内
部のことである．
定義 2.0.4 距離付きグラフ Γの種数は第一ベッチ数として定義する．
Γに付随するグラフをGと書くとすると，種数 g(Γ)は，g(Γ) = #E(G)−#V (G) + 1で
計算できる．これはリーマン面とまったく同様の定義である．
さらにゴナリティを定義する際に必要な，調和射や因子の定義を距離付きグラフの場合
に確認する．
2.1 調和射
定義 2.1.1 Γ,Γ′を距離付きグラフとし，ϕ : Γ→ Γ′を位相空間としての連続写像とする．
Γ,Γ′に付随するグラフG,G′として以下の条件を満たすものが取れるとき，ϕは射である
という．
(1) Γの頂点 v ∈ V (G)の ϕで写した ϕ(v)は Γの頂点となる．
(2) Γ′の辺 e′の逆像は，Γの有限個の辺の和集合となる．
(3) Γの辺 eに対し ϕの eへの制限は、非負整数倍の相似写像になる．
(3)の相似写像の倍率となっている整数を de(ϕ) ∈ Z≥0と表す．
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Γの辺 eが ϕにより頂点に移ることは，de(ϕ) = 0の必要十分条件である．任意の Γの辺
eに対して de(ϕ) > 0の時，ϕは有限であるという．
また，グラフに対して half edgeを定義したが，Gの辺 eに含まれる half edge hに対し
て，dh(ϕ) := de(ϕ)と定義する．
定義 2.1.2 ϕ : Γ→ Γ′を距離付きグラフの射であるとする．
pをΓ上の点とし，p′ := ϕ(p) ∈ Γ′とする．また，点p′から出ているhalf edgeをh1′, h2′, . . . ∈
Hp′(G
′)とする．
ϕが pで調和であるとは，点 p′から出ている half edge hi′によらず，
∑
h→hi′
dh(ϕ) （ただ
し，hは点 pから出ている half edgeで，ϕにより hi′へ行くもの）が一定となることをい
う．この値
∑
h→hi′
dh(ϕ)を dp(ϕ)と書き，ϕの pでの次数と呼ぶ．
また，ϕが全射でかつ，任意の点 p′ ∈ Γ′で調和となっているとき，ϕは調和射であると
いう．このとき，ϕの次数を deg(ϕ) =
∑
p→p′
dp(ϕ) で定める．
命題 2.1.3 次数 deg(ϕ)は p′ ∈ Γ′に依らず一定になる．
証明　 Γ′の任意の頂点に対して，隣り合う頂点の次数が変化しないことを示せば，グラ
フの連結性から成り立つ．辺 e′ ∈ E(G′)とし，e′の両端にある頂点を p′, q′とする．p′に
おける ϕの次数 degp′(ϕ)は，
degp′(ϕ) =
∑
p 7→p′
dp(ϕ)
=
∑
p 7→p′
 ∑
hp→h′p′
dhp(ϕ)

=
∑
p 7→p′
∑
ep→e′
dep(ϕ)

=
∑
e 7→e′
de(ϕ)
同様に q′における ϕの次数 degq′(ϕ)を計算すると，
degp′(ϕ) =
∑
e7→e′
de(ϕ)
となるので，隣り合う頂点の次数は等しくなる．よって ϕの次数は Γ′の頂点に依らず一
定になる．
例 2.1.4 距離付きグラフΓ, Tに対して，次のようなグラフの構造G,G′をそれぞれ与える．
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Γ(G) T (G′)
a2 c2
c1
b
a1
v1 v2 v3 v4
e1 e3
e2u1 u2 u3 u4
E(G) = {a1, a2, b, c1, c2} E(G′) = {e1, e2, e3}
V (G) = {vi | i = 1, . . . , 4} V (G′) = {ui | i = 1, . . . , 4}
辺の長さは，ℓ(e1) = ℓ(ai)，ℓ(e2) = 2ℓ(b)，ℓ(e3) = ℓ(ci)とする．
このとき，ϕ : Γ(G)→ T (G′)を以下のように定める．
Γ(G) −→ T (G′)
頂点 vi 7→ ui (i = 1, 2, 3, 4)
ϕ(ai) = e1 (i = 1, 2)
辺 ϕ(b) = e2
ϕ(ci) = e3 (i = 1, 2)
ϕは２次有限調和射となる．
命題 2.1.5 距離付きグラフ間の有限調和射ϕ : Γ→ Γ′において，p ∈ Γの価数はϕ(p) ∈ Γ′
の価数より小さくなることはない．
証明　 p′ = ϕ(p)とし，val(p) < val(p′)と仮定する．このとき，不等式の条件から h′ ∈
Hp′(G
′)で，点 pから移ったものでないものが存在する．このh′において∑h→h′i dh(ϕ) = 0
なのでϕが調和射であることと，辺の次数は非負整数であることから，任意のh ∈ Hp(G)に
対して dh(ϕ) = 0が成り立つが，これは射が有限であることに矛盾する．よって，val(p) ≥
val(p′)である．
定義 2.1.6 [Ca14, Def.2.9] Γから木への d次有限調和射が存在するとき，Γは d-gonalで
あるという．
2.2 因子
定義 2.2.1 Γ上の元で生成される自由アーベル群を Div(Γ)と書き，Div(Γ)の元Dを Γ
上の因子という．因子D =
∑
p∈Γ
ap · pは任意の pで ap ≥ 0のとき，Dは有効因子であると
いう．
Dの次数deg(D)を，各点の係数の和で定義し，次数kの有効因子全体の集合をDivk+(Γ) =
{E ∈ Div(Γ) | E ≥ 0, deg(E) = k}と書く．
以下，恒等的に−∞の関数は考えないことにする．Γ上の有理関数とは，Γ上区分的に
線形な連続関数で傾きが整数のものをいう．有理関数 fのΓの点 pでの外向き方向微分の
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和を ordp(f)と書くと，
div(f) :=
∑
p∈Γ
ordp(f) · p
は Γ上の因子となる．div(f)を Γの主因子という．Γ上の二つの因子D,Eが線形同値と
は，D−E = div(f)となる有理関数 f が存在することで，このときD ∼ Eと書く．Γの
因子Dに付随する完備線形系 |D|は，次のように定義される．
|D| = {E :有効因子 | E ∼ D}
定義 2.2.2 Γ上の因子Dの階数を以下のように定義する．
rank(D) =
{
−1 (|D| = ∅)
max{k ∈ Z | |D − E| ̸= ∅ ∀E ∈ Divk+(Γ)} (|D| ̸= ∅)
定義 2.2.3 [Ca14, Def.1.10] Γ上に次数が dで階数が 1以上の因子Dが存在するとき，Γ
は divisorially d-gonalであるという．
特に因子Dの階数が 1となるとき strictly divisorially d-gonalと呼ぶ [T16]．
定義 2.2.4 [BN09, 5.1] 距離付きグラフΓが strictly divisorially 2-gonalのとき，Γを超楕
円的であるという．Riemann–Rochの定理より，超楕円的なグラフは種数が 2以上であり，
グラフのCliffordの定理より，種数が 2以上のグラフ上の因子の次数が 2ならば，階数が
1以上であることと階数が 1となることは同値である．
超楕円的なグラフに関しては以下の定理が知られている．
定理 2.2.5 [BN09, Thm 5.12] 種数 2以上の bridge を持たないグラフGに対し以下は同
値である．
(1) Gは超楕円的である．
(2) 位数 2の自己同型写像 ι : G→ GでG/ιが木となるものが存在する．
(3) 木への 2次有限調和射が存在する．
定理 2.2.6 [Ch12, Thm.3.13] Γが価数 1の点のない距離付きグラフとし，(G, ℓ)をその標
準モデルとする．このとき以下は同値である．
(1) Γは超楕円的である．
(2) G/ιが木となるような ιが存在する．
(3) Gから木への 2次有限調和射が存在する．
3 トロピカル曲線
[ABBR15]に従い，距離付きグラフ間の同値関係を導入し，トロピカル曲線を定義する．
定義 3.0.1 Γ0を距離付きグラフとする．以下の 3つの操作の有限回の繰り返しをトロピ
カル改変という．
(1) 価数 2の点に頂点を追加または削除する．
(2) 半直線上の点 0 ∈ [0,+∞]と Γ0の点 vを同一視するように半直線を Γ0に付け加える．
(3) 価数 1の頂点を含む辺を他方の頂点につぶす．
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注 3.0.2 距離付きグラフ Γ′が Γのトロピカル改変により得られることを，Γ′ ∼ Γと表す
と，これは同値関係である．また，Γから，Γ′を得るのにかかる手数の最小値をトロピカ
ル改変の長さと呼ぶ．
例 3.0.3 下の図における (i)から (vi)の操作は以下の通りである．
(i)頂点 v0を追加する．
(ii)頂点 v0を削除する．
(iii)頂点 v0に線分 eを付け加える．
(iv)線分 eに頂点 v1を追加する．
(v)頂点 i0を含む辺 e0をつぶす．
(vi)頂点 v1を含む辺 e1をつぶす．
(i)
(ii)
(v)
(vi)
(iii) (iv)
図 1: トロピカル改変
注 3.0.4 距離付きグラフに長さ有限の辺を付け加えたい場合は，例 3.0.3の (iii)(iv)(v)の
操作を順に行えばよい．
定義 3.0.5 距離付きグラフのトロピカル改変による同値類をトロピカル曲線といい，非
特異距離付きグラフのトロピカル改変による同値類を非特異トロピカル曲線という．ま
た，トロピカル改変によりつぶせる辺や頂点をすべてつぶした代表元をトロピカル曲線の
極小モデルという．
注 3.0.6 非特異トロピカル曲線の代表元 Γ,Γ′はトロピカル改変の長さが 1より大きい場
合，トロピカル改変の途中では非特異ではない可能性がある．つまり，トロピカル改変は
特異性，非特異性を保つように作られたものではないので，非特異距離付きグラフと，そ
うでないものが同値関係で結ばれる．トロピカル改変の定義を次のように変えることで，
非特異グラフとそうでないものを分離できるトロピカル改変が得られる．
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(2’) 半直線を Γ0の価数が 3でない頂点に付け加える．
(3’) 価数 1の頂点を含み他方の頂点の価数が 4でない辺をつぶす．
本論文では非特異トロピカル曲線について議論するので，辺を価数 2の頂点のみに付け
加えることにすれば非特異性は保たれる．また価数 1の頂点に辺を付け加える操作，以下
の図 2のように (1)(2’)(3)の操作の組み合わせにより実現されるので，価数 2の頂点のみ
に制限できる．
図 2: 辺を伸ばす操作
　
命題 3.0.7 トロピカル改変により種数は変化しない．
証明　
Γ0を距離付きグラフ，G0を Γ0に付随するグラフ構造とする．
各操作により，種数が変化しないことをそれぞれ確認すればよい．操作により Γ0(G0)か
ら得られる距離付きグラフを Γ1(G1)と書く．各操作による頂点と辺の数の変化は以下の
通り．
　操作　 　頂点　 　辺　
（１）追加 +1 +1
（１）削除 −1 −1
（２） +1 +1
（３） −1 −1
実際に計算することで種数が変化しないことを確認できる．
g(Γ1) = #E(G1)−#V (G1) + 1
= (#E(G0)± 1)− (#V (G0)± 1) + 1
= #E(G0)−#V (G0) + 1
= g(Γ0)
3.1 トロピカル射
トロピカル曲線間の射についても [ABBR15]でよく議論されている．
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定義 3.1.1 [ABBR15] Γ,Γ′を距離付きグラフとし，距離付きグラフとしての調和射 ϕ :
Γ → Γ′が存在するとする．また，C,C ′を Γ,Γ′をそれぞれ代表元に持つトロピカル曲線
とする．ϕ1 : Γ1 → Γ1′がϕの基本トロピカル改変であるとは，Γ1′が Γから長さ 1のトロ
ピカル改変で得られる距離付きグラフであり，Γ1が，Γのトロピカル改変により得られ，
次の可換図式を満たすことをいう．
Γ1 −→ Γ1′
∼ ∼
Γ −→ Γ′
が以下の条件を満たすようなものとして存在することである．
また，ϕのトロピカル改変とは，基本トロピカル改変の有限回の繰り返しで得られるも
のをいう．さらに，ϕ1, ϕ2がトロピカル同値であるとは，距離付きグラフの調和射ψが存
在して，ϕ1 ∼ ψかつ ϕ2 ∼ ψとなることである．
定義 3.1.2 [ABBR15] トロピカル曲線C,C ′間のトロピカル射とは，トロピカル曲線の代
表元間の有限調和射の同値類のことである．
定義 3.1.3 トロピカル曲線 Cが d-gonalとは，Cから T への次数が dのトロピカル射が
存在することをいう．
補題 3.1.4 非特異トロピカル曲線Cから木 T へ d次トロピカル射が存在するならば，C
から T へは d+ 1次の射も存在する．
証明　 T の長さ有限の辺を一つ選んで固定し，その辺を eとする．この辺の引き戻しを
となる辺を e1, e2, · · · , enとし，各 eiの中点をトロピカル改変により頂点 viとする．さら
に各 viから，長さ k/deiの辺をトロピカル改変により付け加える．この距離付きグラフを
Γ˜とする．また，eの中点に長さ kの辺を付け加えた距離付きグラフを T˜ とすると，d次有
限調和写像 ϕ˜ : Γ˜→ T˜ が構成できる．v1に付け加えた辺の端点を v0とし，この頂点から
T˜ と対応するようにトロピカル改変をさらに施すことで d+1次の有限調和射が得られる．
例 3.1.5 　図 3を用いて説明する．Γ0を各辺の長さが等しい種数 2の非特異距離付きグ
ラフとすると，この ϕ : Γ0 → T は次数 3の有限調和射となっている．Γと T の各辺の中
点に長さ kの辺を付け加えることで，Γ˜0と T˜，そして 3次有限調和射 ϕ˜を得る．Γ˜0にさ
らにトロピカル改変を施し Γ˜1を得ることで，T˜ への 4次有限調和射が構成できる．
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v1 v2
e3
e2
e1
ϕ0
３次
u1 u2e
Γ0 T
l(ei)：一定，dei(ϕ) = 1
トロピカル改変
v1 v2
m3
m2
m1
ϕ˜0
３次
u1 u2
m
長さ k
Γ˜0 T˜
トロピカル改変
v1 v2
v0
ϕ˜1
４次
u1 u2
m
Γ˜1 T˜
図 3: 4次有限調和射
補題 3.1.6 トロピカル改変により，d次トロピカル射を d + 1次の射に拡張できる場合，
同様にして d+ 2次の射が作れる．
証明　 d次から d+ 1次の有限調和射を作る際に付け加えた半直線上にさらに適当な頂
点と，必要ならさらにトロピカル改変を与えることで d+ 2次の有限調和射も作れる．　
例 3.1.7 例 3.1.5の設定を用いて説明する．図 4のように Γ˜1にさらにトロピカル改変を
施すことで，Γ0のトロピカル改変 Γ˜2が得られ，T˜ への有限調和射が 5次となる．
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v1 v2
v0
v1 v2
v0
図 4: 5次有限調和射
命題 3.1.8 　非特異トロピカル曲線Γが d-gonalならば，dより大きい任意の整数 d′に対
して Γは d′-gonalである．
証明　二つの補題 3.1.4, 3.1.6により，dの数学的帰納法として示される．
注 3.1.9 　コンパクトリーマン面では，種数 4以下の場合P 1への被覆は 2または 3どち
らか一方であるが ([ACG])，トロピカル曲線の場合は最小値が重要となる．
注 3.1.10 トロピカル曲線Γの d-gonalとなる dの最小値をΓのゴナリティと呼び，gon(Γ)
と書く．
3.2 因子
Γ,Γ′をトロピカル曲線 C の代表元とする．Γ上に deg(D) = d, rank(D) = rの因子D
が存在すると，Γ′上にも deg(D′) = d, rank(D′) = rを満たす因子D′が存在することが
わかる [KY15]．よって，トロピカル曲線上にも因子を用いたゴナリティの定義が与えら
れる．
定義 3.2.1 トロピカル曲線 Cの代表元 Γが Γ上に次数が d，階数が 1以上の因子をもつ
ときCは divisorially d-gonalであるという．また，次数 dの最小値を因子的ゴナリティと
いう．
定義 3.2.2 Γはさ Γ上に，次数が dで階数が 1となる因子を持つとき，Cは strictly divi-
sorially d-gonalであるという．この dの最小値を狭義因子的ゴナリティという．
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距離付きグラフには，超楕円的であることが定義されていたので，トロピカル曲線にも
超楕円曲線を定義する．
定義 3.2.3 トロピカル曲線Cは狭義因子的ゴナリティが 2の時超楕円曲線という．
注 3.2.4 Cを種数が 2以上のトロピカル曲線とする．Cの各代表元に対して定義 2.2.4よ
り divisorially 2-gonalであることと strictly divisorially 2-gonalであることは同値なので，
トロピカル曲線 C においても超楕円曲線であることと，因子的ゴナリティが 2であるこ
とは同値となる．
また距離付きグラフにおける同値性から以下の定理が成り立つ．
定理 3.2.5 非特異トロピカル曲線において，超楕円であることと gon(Γ) = 2であること
は同値である．
定理 3.2.6 種数 2の非特異トロピカル曲線は超楕円である．
4 種数 3の非特異トロピカル曲線
定理 4.0.1 種数 3のトロピカル曲線は図 5で示した 5つの型に分類でき，各型が超楕円と
なる場合についても知られている．
(i) (ii) (iii) (iv) (v)
l1
l2
l1
l1
l2
l2
図 5: 種数 3の非特異トロピカル曲線の極小モデル
4.1 主定理
定理 4.1.1 [主定理] Γを種数 3の非特異トロピカル曲線とする．このとき，
gon(Γ) =
{
2 (Γ：超楕円)
3 (Γ：超楕円でない)
である．
例 4.1.2 [CKK15] 図 5の (i)の場合について，このグラフから木への 4次有限調和射と，
このグラフにトロピカル改変を施して得られたグラフで木への 3次有限調和射を持つ例を
与えている．
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この例では非特異性が保たれないため，非特異曲線のみを扱う本論文では工夫が必要とな
るが，この例はトロピカル曲線のゴナリティを考える際に同値類を込めて考えることの必
要性を示唆している．注 3.0.6から，価数 2の頂点のみに辺を付け加えれば，トロピカル
改変の結果として非特異のグラフが得られることを利用する．
主定理 4.1.1の証明　定理 3.2.5より，Γが超楕円曲線であることと gon(Γ) = 2同値で
ある．つまり，Γが超楕円的でない場合は，gon(Γ) ≥ 3となる．超楕円的でない曲線すべ
てに，代表元Γ1と木 T へのトロピカル射ϕを具体的に与える．以後辺 eiの長さを ℓiと書
く．また，Γは，図 5のように極小モデルとしている．
(i)の場合　長さが最短の辺を e1とし，e1と隣り合わない辺を e6として e1と隣り合う
辺のうち最短のものを e2とする．e1と e2が共有する頂点を V2とし，この頂点から出る残
りの辺を e3とする．e1, e2, e3の V2でないほうの端点をそれぞれ V4, V1, V3として，V1, V4
の間の辺を e4，V3, V4の間の辺を e5とする．
V3
V1
V4V2
e3
e4
e5
e2
e6
e1
この Γに対してトロピカル改変により代表元 Γ1を得る．頂点の取り方は次のとおりと
する．

Mi : 辺 eiの中点． (i = 1, 6)
Xi :M1と V1から等距離の，ei上の点． (i = 2, 4)
Xi :M1と V2から等距離の，ei上の点． (i = 3, 5)
Yi :Xiからの距離が，V2と等しくなる点． (i = 2, 3)
Yi :Xiからの距離が，V3と等しくなる点． (i = 4, 5)
Zi :Yiに付け加えた辺の端点．辺の長さは d(Yi, Zi) = d(V2, X5−i)． (i = 2, 3)
Zi :Yiに付け加えた辺の端点．辺の長さは d(Yi, Zi) = d(V3, X9−i)． (i = 4, 5)
N :M1に付け加えた辺の端点．辺の長さは d(M1, N) = ℓ6/2．
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V3
V1
V4
V2
M6
M1
Y3
X3
Z3
Y2X2
Z2
Z5
X5
Y5
X4Y4
Z4
N
図のように T を与える．各辺の長さを下の表で与えたようにすると，Γ1との間に下の
表のような対応で 3次の有限調和射ができる．ここで，[v, v′]で，頂点 v, v′を持つ辺を表
し，d[v, v′](ϕ) = 1のときは，(de(ϕ))の欄は省略する．
U1
U6
U3
U2 U4
U5
P2P1
α1
α2 α3
α7α1
αi ∈ E(T ) ℓ(αi) e = ϕ−1(αi) ∈ E(Γ1) (de(ϕ)) v ∈ V (T ) ϕ−1(v)
α1 ℓ6/2 [V1, M6], [V3, M6], [M1, N ] U1 V1, V3, M1
α2 ℓ1/2 [V1, Y2], [V3, Y3], [M1, V2] U2 V2, Y2, Y3
α3 ℓ1/2 [V1, Y4], [V3, Y5], [M1, V4] U3 X3, Z2
α4 ℓ2/2− ℓ1/4 [V2, X2], [Y2, X2], [Y3, Z3] U4 V4, Y4, Y5
α5 ℓ3/2− ℓ1/4 [V3, X3], [Y3, X3], [Y2, Z2] U5 X4, Z5
α6 ℓ4/2− ℓ1/4 [V4, X4], [Y4, X4], [Y5, Z5] U6 M6, N
α7 ℓ5/2− ℓ1/4 [V5, X5], [Y5, V5], [Y4, Z4] P1 X2, Z3
P2 X5, Z4
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以降，(1)の場合と同様にして極小モデル Γの辺，頂点に条件に従って名前を付け，代
表元 Γ1，木 T，と ϕでの対応表を与えていく．
(ii)ℓ1 < ℓ2の場合　 ℓ1, ℓ2は図 5のように，二重辺でない辺とし，ℓ1 < ℓ2を満たすとす
る．残りの辺で最短の辺を，e3とし，e3, e4が二重辺の組になっているとする．e5, e6も二
重辺になっていて，ℓ5 ≤ ℓ6を満たすとする．頂点の番号は図のとおりとする．
V1
V2 V3
V4
e1
e2
e3e4 e5 e6
Γ1は図のように与える．
V3
V4V1
V2
M4 M3 M5 M6
M1
M2
X2 X3
Y3Y2
Z5
Z6 Z4
Z3
N
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Γ1の頂点の取り方は以下のとおりとする．
Mi : 辺 eiの中点． (i = 1, . . . , 6)
Xi : d(Vi, Xi) = ℓ1/2となる e2上の点． (i = 2, 3)
Yi :Xiに付け加えた辺上の点で，d(Xi, Yi) = ℓ1/2となる点． (i = 2, 3)
Zi :Y3に付け加えた辺の端点で，d(Zi, Y3) = ℓi/2となる点． (i = 3, 4)
Zi :Y2に付け加えた辺の端点で，d(Zi, Y2) = ℓi/2となる点． (i = 5, 6)
N :M1に付け加えた辺の端点で，d(M1, P ) = ℓ2/2− ℓ1/2となる点．
T と，辺の長さと ϕの対応をまとめた表を与える．
P0
P1
U1 U2
U5 U6U3U4
α4 α6
α5α3
α7
α1 α2
αi ∈ E(T ) ℓ(αi) e = ϕ−1(αi) ∈ E(Γ1) (de(ϕ)) v ∈ V (T ) ϕ−1(v)
α1 ℓ1/2 [M1, V1], [V2, X2], [X3, Y3] U1 V1, V2, Y3
α2 ℓ1/2 [M1, V4], [V3, X3], [X2, Y2] U2 V3, V4, Y2
α3 ℓ3/2 [V1, M3], [V2, M3], [Z3, Y3] U3 M3, Z3
α4 ℓ4/2 [V1, M4], [V2, M4], [Z4, Y3] U4 M4, Z4
α5 ℓ5/2 [V4, M5], [V3, M5], [Z5, Y2] U5 M5, Z5
α6 ℓ6/2 [V4, M6], [V3, M6], [Z6, Y2] U6 M6, Z6
α7 ℓ2/2− ℓ1/2 [M1, N ], [X2, M2], [X3, M2] P0 M1, X2, X3
P1 N, M2
(iii)ℓ1 < ℓ2の場合　図 5のように，e1, e2は二重辺でも bridgeでもループでもない辺で，
ℓ1 < ℓ2とする．bridgeを e5，ループを e6とし，二重辺のうち短いほうの辺を e3とする．
V1
V2
V3
V4
e6
e1
e2
e3e4
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Γ1は以下の通りとする．
M4 M3 M2
Y1 Y2 X3
X2
X1
X0V4
N1
N2
W
Z2
Z1
Z0
V2
V1
V3

Mi : 辺 eiの中点． (i = 3, 4)
X0 : e6上の点を一つ固定．
Ni : e6上の点で V4, X0から等距離の点． (i = 1, 2)
Xi :X0に付け加えた辺上の点．d(Xi − 1, Xi)が順に ℓ5, ℓ1, ℓ4/2となる． (i = 1, 2, 3)
Yi :Xiに付け加えた辺の端点．d(Xi, Yi)は順に ℓ2/2− ℓ1/2, ℓ3/2となる． (i = 1, 2)
Z0 : d(V2, Z0) = ℓ1となる e2上の点．
Zi :Z0に付け加えた辺上の点．d(Zi−1, Zi)は順に ℓ5, d(V4, N1)となる． (i = 1, 2)
W :Z1に付け加えた辺の端点．d(Z1,W ) = d(V4, N2)となる．
M2 :V3, X0の中点．
k := d(X0, N1)とする．木 T と ϕの対応表は次の通りとなり，deg(ϕ) = 3となる．．
P0
P1
P6
P5
P1
P3 P2P4
α4
α3
α2
α1
α5
α6
α7
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αi ∈ E(T ) ℓ(αi) e = ϕ−1(αi) ∈ E(Γ1) (de(ϕ)) v ∈ V (T ) ϕ−1(v)
α1 ℓ1 [V2, Z0], [X1, X2], e1 U1 V1, V2, X2
α2 ℓ2/2− ℓ1/2 [V3, M2], [Z0, M2], [X1, Y1] U2 M2, Y1
α3 ℓ3/2 [V1, M3], [V2, M3], [X2, Y2] U3 M3, Y2
α4 ℓ4/2 [V1, M4], [V2, M4], [X2, X3] U4 M4, X3
α5 ℓ5 [X0, X1], [Z0, Z1], e5 U5 Z0, X1
α6 k [V4, N1], [X0, N1], [Z1, Z2] U6 V3, Z1, X1
α7 ℓ6/2− k [V4, N2], [X0, N2], [Z1, W ] P0 N1, Z2
P1 N2, W
(iv)ℓ1 < ℓ2の場合　 e1, e2は多重辺であり ℓ1 < ℓ2を満たす．多重辺に隣り合う bridge
のうち短いほうを e3とし，他方を e4とする．e3と隣り合うループを e5とする．
V1
e1
e2
e4
e6
e3
e5
V2
V3
V4
Γ1は以下の通りとする．
V1 V2
V3
V3
N1
N2
W
Z2
Z3
Z0
M2M5
Y X2 X3 X4
X0
X12

M2, Zi,W,Ni, X0, X1は (iii)と同様の点．
M5 : e5の中点．
Xi :X0に付け加えた辺上の点．d(Xi−1, Xi)はそれぞれ，ℓ1, 2ℓ3, ℓ5/2となる． (i = 2, 3, 4)
Y :X1に付け加えた辺の端点．辺の長さは d(X1, Y ) = ℓ2/2− ℓ1/2となる．
20
木 T と ϕの対応表は次のようになり，deg(ϕ) = 3となる．
U1 U2
U3
U4
P0
P1
U5 U6
α5
α3
α1
α2
α6
α7
α4
αi ∈ E(T ) ℓ(αi) e = ϕ−1(αi) ∈ E(Γ1) (de(ϕ)) v ∈ V (T ) ϕ−1(v)
α1 ℓ1 [X1, X2], [V2, Z0], e1 U1 V1, X3
α2 ℓ2/2− ℓ1/2 [V3, M2], [Z0M2], [X1, Y ] U2 V2, X2
α3 2ℓ3 [X2, X3], e3(2) U3 V3, Z0, X1
α4 ℓ4 [X0, X1], [Z0, Z1], e4 U4 V4, Z1, X0
α5 ℓ5/2 [M5, V1(上)], [M5, V1(下)], [X0, X1] U5 M5, X4
α6 k [V4, N1], [X0, N1], [Z1, Z2] U6 M2, Y1
α7 ℓ6/2− k [V4, N2], [X0, N2], [Z1, W ] P0 N1, Z2
P1 N2, W
以上より超楕円的でない種数 3 の非特異トロピカル曲線 C には，代表元 Γ1 として，
gon(Γ1) = 3となるものが取れたので，超楕円的でない場合について gon(C) = 3が示
せた．
命題 4.1.3 図 5の超楕円的でないグラフの距離付きグラフとしてのゴナリティは各辺の
長さによる．
証明の前に次の二つの補題を与える．
補題 4.1.4 非特異距離付きグラフの標準モデル Γはループを持つとし，ループの端点
である頂点を vとする．Γから木への有限調和射 ϕがあるとき，val(ϕ(v)) < 3となり，
deg(ϕ) ≥ 2となる．
証明　命題 2.1.5より，val(ϕ(v))の最大値は 3とわかる．val(ϕ(v)) = 3と仮定する．ϕ(v)
から出ている辺をそれぞれ，a, b, cし，vのループでない辺は aに移るとする．ϕにより，
木へ移ることから，ループの vでない点で価数が 1のものが存在するので，これを pとす
る．pは，bの端点であるとしてよい．ループ上の v以外の点は価数が 2なので命題 2.1.5
より，ϕ(v)には移らないことと，ϕが木に移ることから，ループから vをのぞいたか部分
は，bから ϕ(v)を除いた部分に移るが，これは ϕが点 vで調和であることの定義を満た
さない．よって val(ϕ) < 3となる．
補題 4.1.5 非特異距離付きグラフの標準モデル Γは三重辺でない二重辺を持つとし，二
重辺の端点を v0, v1とし，二重辺を e1, e2とする．また v1, v2から出る，二重辺でない辺
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をそれぞれ f1, f2と呼ぶ．Γから木への有限調和射 ϕがあるとき，val(ϕ(vi)) = 3ならば，
ϕ(v1) = ϕ(v2)となる．
証明
val(ϕ(v1)) = 3と仮定し，ϕ(v1)の辺 a, b, cのうち，aが二重辺でない辺から移ったもの
であるとする．補題 4.1.4と同様の議論により {v1, v2} = e1 ∩ e2 = b ∩ c = ϕ(v)とわかる．
注 4.1.3の証明　 (ii), (iii), (iv)の各場合について，距離付きグラフとしてのゴナリティ
が 3とならない例を与える．各距離付きグラフ Γに対して，木 T への有限調和射 ϕが与
えられているとする．以降 de(ϕ)や，頂点 vでのϕの次数は，de, dvとϕを省略して書く．
ループを含むグラフのほうが扱いやすいので，先に (iii), (iv)のグラフを扱う．補題 4.1.4
より，ループと隣り合う辺とループは一つの辺 eとみなせる．ただし，de(ϕ)は，2以上
の値を任意に取れることに注意する．
(iii) ℓ1 = 3ℓ2, ℓ3 = ℓ4の場合
e5, e6のループをつぶして辺 eとみなしたグラフをΓ1とする．Γ1は二重辺を含むので，補
題 4.1.5より，次の場合分けで考える．
(a) val(ϕ(v1)) = 2の場合　図 (a)のようなループに帰着できる．補題 4.1.4の deg(ϕ)を
考えるときの議論から，dv3 = de1 + de2 ≥ 2n (n ≥ 1)となる．よって，deg(ϕ) ≥ dv3 ≥ 4
である．
(b) ϕ(v1) = 3の場合　補題 4.1.5の (a)の場合と同様 e1, e2は T の同じ辺に移る．よっ
て，de1(ϕ) = 3, de2(ϕ) = 1となり，deg(ϕ) ≥ dv3 = 1 + 3 = 4と計算できる．
以上よりこの場合 gonΓ ≥ 4となる．
Γ Γ1 (a) (c)
v1
v2
v3
e1
e2
e3e4 2
2
2
(iv) ℓ1 = 3ℓ2 の場合　 (iii)の場合と同様にループをつぶしたグラフを Γ1とする．簡単
のため，f1, f2の長さが等しいと仮定する Γ1には，価数が 3の頂点が二つ残っているが，
これは多重辺の端点なので，補題 4.1.5を用いて場合分けをする．
(a) val(ϕ(v1)) = 2の場合　図のようになる．de1 = 3, de1 = 1であり、deg(ϕ) = 4 と計
算できる．
(b) val(ϕ(v1)) = 3の場合　図のように xに移る点は v1, v2の二点のみなので，頂点 xで
ϕの次数を考えると，dv1 + dv2 = df1 + df2 ≥ 4であり，以上より gon(Γ) ≥ 4となる．
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Γ Γ1 (a) (c)
e1
e3
v1
v2 v2
v1
f2
f1
(ii) ℓ1 = 3ℓ2, ℓ3 = ℓ4 = ℓ5 = ℓ6の場合　この場合二重辺が二つある．左側の二重辺に対
して，補題 4.1.5を用いて場合分けをしていく．
(a) val(ϕ(v1)) = 2　図 (a)のような種数 2のグラフに帰着できる．これは三重辺を持つ
ので，そのうち二つを選んで二重辺とみなし補題 4.1.5を用いると，図の (a-a)(a-c)のい
ずれかの形となり，どちらの場合も (a)のグラフ上の点で ϕにより価数 1の端点に移り，
dp = 2となるものが存在する，その点を qと呼ぶと，deg(ϕ) = dq = 2 + 2 = 4となる．
(c) ϕ(v1) = 3の場合　木へ移ることを考えると，de1 = 3となり図の (c)のような木 T へ
移る．よって，deg(ϕ) ≥ dv1 + dv2 = de1 + de3 = 4とわかる．以上より gon(Γ) ≥ 4となる．
Γ
2
(a) (c)
2
2
2
2
(a-a) (a-c)
4.2 ゴナリティ
また，因子的ゴナリティに関しては，坪井の論文で触れられている．
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定理 4.2.1 [T16] 超楕円でない種数 3の非特異トロピカル曲線 Γは，strictly divisorially
3-gonalである．
この定理では Γを型ごとに場合分けして各場合に 3-gonalであることを示し，さらに階数
が 1にとれることを確認している．この定理と本論文の主定理から以下の系が従う．
系 4.2.2 種数 3の非特異トロピカル曲線に対してゴナリティと因子的ゴナリティは等しい．
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